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CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

I Formulation locale du théoréme de Gauss - opérateur divergence

I.1 Démonstration

Supposons un volume d’espace V de surface fermée
S, de charge volumique p(?) Isolons un petit élé-
ment dr de ce volume & 1’échelle mésoscopique, de
sorte que la grandeur caractérisant la charge demeure
la densité volumique de charge p(7) nivelée a cette
échelle (cf précédent chapitre). Par souci de simplifi-
cation, le volume élémentaire sera "découpé" en coor-
données cartésiennes, soit un "méso-cube" de volume

dr =dx-dy-dz :

dr=dx.dy.dz dXdy-e:

L e

~ ddz-e, 455 dvdz-e;
< M(x,y,z) >

4

7dxdy-e~__

p(r)

FI1GURE X.1 — Flux élémentaire du champ électrique
a travers un "cube mésoscopique"

Calculons le flux du champ électrique a travers la surface fermée de ce "méso-cube" :

o= f E.dS

S=6 faces
1°F ordre

~ [Ep(ztdr,y, 2)—Ee(x,y, 2)|dydz+[Ey(x, y+dy, 2) =By (2,y, 2)|dedz+[E. (z,y, 24dz) —E.(2,y, 2)|dxdy

qui donne en développant au premier ordre chaque terme :

E, E E,
o= {f a8 = 2 gvayar + %5 awayds + 2% . dwayas
S=6 faces Oz ay 0z

_ [aEz | 0B, | OF

: 1
ox dy 0z dr (1)

En outre, le théoréme de Gauss appliqué a ce petit volume donne :

S=6 faces €0 €0

En identifiant les seconds membres des équations (1) et (2) on dégage :

0E, O0E, OE.| plz,y,2)
[ax + dy + oz | e

A RETENIR :
On pose alors I'opérateur divergence du champ électrique en coordonnées cartésiennes :
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CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

divﬁ = OF:(2,y,7) + OEU(T*7 , 2) + OFE.(x,y,2)
Oz dy 0z

et la forme locale du théoréme de Gauss :

PROPRIETE - (I.1) - 1:

Un champ électrostatique ﬁ(M ) est relié a sa source p(M) (charge volumique locale) par le
théoréme de Gauss sous sa forme locale :

divE () = M) (X.1)

€0

formulation locale du théoréme de Gauss ou équation de Maxwell-Gauss

REMARQUE - (I.1) - 1:

L'opérateur divergence peut s'écrire en coordonnées cartésiennes a |'aide de |'opérateur "nabla" :

9 9
oz ox
B Py )
div B=| < P, | = V.-P ave V=| 2 (X.2)
dy p dy
9 9
0z 0z

On se reportera au fascicule MPP d’analyse vectorielle pour les expressions de la divergence dans les
systémes de coordonnées cylindriques et sphériques.

I.2 Conséquence : le théoréme de Green-Ostrogradski

Rappelons |'expression du flux "local" défini précédemment :

0d = divﬁ -dr

ce qui donne en intégrant le flux sur I'ensemble du volume V :

o= jﬂ divE - dr

et finalement en détaillant |'expression du flux : ﬁﬁ . cﬁ = jff divﬁ dr
S v

On peut généraliser ce résultat a tout champ de vecteur ﬁ :

4 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

PROPRIETE - (1.2) - 2:
Tout champ de vecteur ?(m,y,z) vérifie la relation suivante pour une surface fermée S

contenant le volume V'

g;ﬁ P.dS - jff div P - dr (Théoréme de Green-Ostrogradski)

S/v V/S

Exercice de cours: (1.2) - n° 1 Important!!! A l'aide du théoréme de Green-Ostrogradski, passer de la
forme intégrale a la forme locale du théoréme de Gauss.

1.3 Signification de la divergence

Supposons un champ de vecteur quelconque ? Calculons le flux de ? sur une surface fermée S dans deux

cas de champ P d'allure trés différente :
. WE gl . . ? _ ? g GO
» les lignes de champ "fuient" les points M du volume contenu dans S : ®(P) = f P - 7dS =
—_——
#0

va/s di“(?) dr #0 = d?ﬁz;(ﬁ) £0

v

» les lignes de champ restent "confinées" pour tous les points M du volume contenu dans S : CIJ(?)

ffs 2 72dS L [ff,, g div(P)-dr =0 = |div(P) =0

=0

I
|: v P 1| 1
\ \ \ [ !
(Y { !
Y S~ n” ﬂ /
\\ > ; v
\ DS 7
SN % 0
NS _-7 .
ST
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CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

II Formulation locale de la circulation conservative - opérateur rotation-
nel

II.1 Démonstration

Considérons un petit cadre dI’ de dimension mé- dS. =dxdy-e.
soscopique d’origine M (z,y, z), placé dans un plan z
parallele au plan (zOy) et calculons la circulation
élémentaire C du champ électrostatique sur ce der-
nier contour. Pour aborder le calcul, on se placera
la-encore en coordonnées cartésiennes.

M(x,y,2)

Exprimons la circulation élémentaire du champ élec-

trostatique sur ce contour fermé : F1GURE X.2 — Circulation de F sur un contour élé-

mentaire fermé

b, = f Bl - /ﬁ - [E /ﬁ A+ a

cadre =dy-&; 2 7dz e *dy & 4 —dI &
OF E,
= By(z +dz,y,2) - dy - Bx(w,y + dy, 2) - dv — Ey(2,y,2) - dy + Ea(2,y,2) - dv = —-= 88y
soit :
OF OF
1] = |- - =l dad
Cdr””y { ox y } ray

Un étude identique avec des contours respectivement paralléles a yOz et Oz conduirait a :

0FE, OF
J(yOz) — dCar,. = o9 ——8;’ dydz

0E, OF,
J(xO0z) — dCyr,. = 5 Oa dzdz

En outre, nous savons que pour chacun de ces contours fermés, la circulation est nulle soit :

50:%@@:0

vdr
Ainsi, les 3 circulations précédentes sont nulles :

( [OE, OFE,]
d = | =Y 27 dedy =
J(@xOy) — dCar,y o oy zdy = 0
0E, OFE
/(yOz) — dCar,. = By T;_ dydz =0
OE, OF.
//(.%OZ) — dcdr‘zz = _ b — o | dxdz =0
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CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

On pose alors un nouvel opérateur vectoriel appelé "rotationnel" du champ ﬁ et dont le résultat est un
vecteur, tel que :

"OE o
&_8 dxdyzr—o_?)fﬁ-dxdye_;zo
| Ox oy | ——

0 — & dydz = r‘c?tﬁ . dyalze_gc> =0
| Oy 0z | ——
[0E, OFE.] o

0 — 9 dxdz = F(?tﬁ . Cl:ﬂdze_y> =0
L 0z Oz ] N——

\ =dsy

et donc d'expression :

0B, _0E,

aEl/ 0z
r_o%ﬁ: ok, OF,

%%
Oz oy

ainsi, il vient I'équation locale en coordonnées cartésiennes traduisant la nullité de la circulation de ﬁ sur un
contour fermé :

PROPRIETE - (II.1) - 3:

Dans le cas d’'un champ électrostatique E on a en tout point de l'espace :

rot [B(M)} -0 (X.3)

formulation locale de la conservation de la circulation de ﬁ

ou équation de Maxwell-Faraday de la statique

REMARQUE - (IL.1) - 2:

En coordonnées cartésiennes uniquement, on peut écrire le rotationnel a I'aide de I'opérateur ? en
remarquant que :

9

rot [f(M)} — | ZlAlE, | =YV AEWM)
V) \E
9z
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CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

1I.2 Conséquence : le théoréme de Stokes-Ampére

Rappelons |'expression de la circulation sur le contour //(zOy) :

E
oCar,, = [6y - 8Ex] dxdy = ol E - cﬁz

Ox oy

En intégrant sur un contour fermé macroscopique I' /(xOy) de surface S s'appuyant sur le contour, on
obtient :

—
C= fj rotﬁ . cﬁ
Sjr
soit finalement en détaillant I'expression de la circulation :

RN IO

S)T

On peut généraliser ce résultat a tout champ de vecteur avec :

PROPRIETE - (I1.2) - 4:

Tout champ de vecteur ?(x,y, z) vérifie la relation suivante pour un contour fermé I' sur
lequel s’appuie une surface quelconque S :

7{? i = ff rot [B} .d§ (Théoréme de Stokes-Ampére)
T

S/T

I1.3 Complément : signification du rotationnel (le radeau de la méduse)

En live!lll

III Les équations locales du potentiel

III.1 Préliminaire : Popérateur Laplacien
a - Laplacien scalaire

On définit, en coordonnées cartésiennes ', I'opérateur laplacien scalaire d'une fonction scalaire f(x,y,z) de
classe C? par :

o*f  0%f  O*f

Af=27) 7
/ 0:172+0y?+022

(X.4)

1. on se reportera au fascicule distribué en début d’année pour les expressions dans les autres systémes de coordonnées

8 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

REMARQUE - (III.1) - 3:

On notera la relation importante :

Af = div [gTac?f}

Exercice de cours: (111.1) - n° 2 Démontrer cette derniére relation.

REPONSE :
= 0 (= O (= O (.
div [gradf] = (gradf em) + oy (gmdf ey) + g (gmdf ez)
o (of 0 (0f o (0f
=— | = — | = —(=)=A
Ox (8:c>+8y <8y)+8z (8z> /
b - Laplacien vectoriel

L'opérateur laplacien vectoriel appliqué & un champ de vecteur ? = (Py(z,y,2), Py(z,y,2), P:(z,y, 2))
correspond simplement & un vecteur dont les coordonnées sont les laplaciens scalaires de chaque coordonnée du
champ de vecteur, soit :

AP =[AR)] & +[AP,] -5 + [AP]- & (X.5)

II1.2 Potentiel en espace chargé : I’équation de Poisson - signification
a - Formulation

On a défini un peu plus haut la formulation locale du théoréme de Gauss :

div B () = P
€0

or dans le cas d'un champ électrostatique, la relation entre le champ et le potentiel est :

E(M) = —gradv (M)

donc :

p(M)

div [—gradV(M) -

que I'on retient finalement sous la forme de I'équation de Poisson du potentiel scalaire :

.. Jean-Laurent GRAYE o 9



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

PROPRIETE - (III.2) - 5:

Le potentiel électrostatique V est relié a ses sources, c'est a dire la densité volumique de
charge p par I'équation de Poisson :

(1)

€0

AV(M)+ 8= =g (X.6)

Solutions : on admettra sans démonstration la forme
des solutions de |'équation de Poisson du potentiel scalaire
électrostatique V :

VTA4)=:4;;O I j§§2d7 -

charges

Dans le cas d'une répartition bidimentionnelle des charges

de densité surfacique o(P) le potentiel devient : _ o
F1GURE X.3 — Potentiel engendré par une distri-

bution volumique

VM) = 47:60 ff U;ﬁ ds

charges

et enfin dans le cas d'une répartition unidimentionnelle (filiforme) de densité linéique \(P) :

von-— | AP)

4dmeg
charges

b - Exemple de résolution : la diode a vide

On considére une diode a vide 1D constituée de deux électrodes planes distantes de a, supposées de dimen-
sions infinies et portées a des potentiels respectifs V' = 0 pour la cathode et V(a) = V, > 0 pour |'anode. La
cathode est chauffée de sorte que des électrons s'en échappent par et emplissent |'espace entre les électrodes que
I'on caractérise par la densité volumique de charge p(z).

Le probléme étant & 1D (axe [Ox)), I'équation de Poisson prend la forme simple suivante :

EV@) o)
€o da? €0

Posons une solution de type V' = kx® ou k et « sont des constantes et injectons la dans I'équation de Poisson
qui devient alors :

cste a
kol — )22 = Vs —cste! Vi =cste! ko8
€0

10 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

4
On en conclut que a = 3 soit : AV(xX)=k-x3

V(a) |

ol

V=K «x

O

On peut également dégager 'expression de la diffé-

rence de potentiel U = V(a) — V(z = 0) = V(a) cathode| ——> | Anode
entre les deux électrodes en intégrant le potentiel V : — )
4
U=%k-a3 V(x=0)=0 V(x=a)y=U

FI1GURE X.4 — Potentiel dans une diode & vide 1D

AUTRE EXEMPLE DE RESOLUTION FORMELLE SIMPLE : cf TD exercice sur les colloides (modéle de Yu-
kawa)

II1.3 Potentiel en espace vide : I’équation de Laplace
a - Formulation - existence et importance du potentiel-unicité

La démarche naturelle de I'électrostatique est la recherche du champ électrique engendré par une distribution
de charges puisque ce dernier est a l'origine de la force ressentie par une charge d'essai, et que cette force
est mesurable expérimentalement. Cependant, on peut formuler tout probléme d'électrostatique en terme de
recherche de potentiel puisque la relation champ-potentiel :

E = —gradv

permet de remonter immédiatement au champ.

En outre, le potentiel électrostatique est solution de |'équation

de Poisson AV (7) + p(7) =0.
€0
Dans le cas ot la charge volumique est nulle, i.e. en espace loca-

lement vide de charge, I'équation de Poisson devient |'équation
de Laplace :

0
AV(7)=0| Equation de Laplace du potentiel électrostatique ‘ '
soit en coordonnées cartésiennes :

0’V 9V 9%V
= X.
Ox? o Oy? o 022 0 (X.7)

AV =

... Jean-Laurent GRAYFE o 11



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

Considérons un espace vide de charge, mais comportant par exemple une distribution de N conducteurs chargés
dans |'espace et imposant un potentiel sur leur surface; le probléme électrostatique consiste donc a dégager une
fonction V (z,y, z) solution de I'équation de Laplace et satisfaisant aux conditions aux limites existant
a la surface de ces conducteurs CL = {V}, V5, V3, ...Vj.....}.

NB : on montre (ancien programme) qu'un conducteur a I'équilibre est un volume isopotentiel

PROPRIETE - (IIL.3) - 6:

On montre que le potentiel V(x,y,z), solution de I'équation de Laplace AV = 0 avec
conditions aux limites données sur les conducteurs :
e existe toujours.
e est unique

AV(z,y,z) =0 + C.L. < 3 V(x,y, z) unique

b - Exemple de résolution analytique possible : le cas d’un condensateur cylindrique

Les armatures d'un condensateur cylindrique sont deux cylindres coaxiaux de rayons R; et Ro et de hauteur

h. Par souci de simplification, on supposera la hauteur h trés grande face aux rayons R; et Ro ce qui revient
concrétement a négliger les effets de bord dans ce probléme.

i L'étude des invariances et des symétries conduit a une expression de la forme
) Frecede s suivante pour le champ électrique régnant entre les deux armatures :

E=FE(r) &

v E(r
Br) = —gradv = - | 1% (0
=/ @am N0/ @a
FIGURE X.5 -
((iic?ndensateur cylin- HYPOTHESE : la donnée du probléme est la valeur des potentiels aux limites V] =
rique

V(Ry) et Vo = V(R2) = calcul de la capacité par méthode n°2.
L'équation de Laplace valable dans I'espace entre armatures s'écrit :

qui conduit & V(r) = K In(r) + K>
V(Rl) =K InhRi+Ky=W

La traduction des conditions aux limites donne :
V(RQ) =KilnRy+ Ky =V,

12 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

Vi—VWs
K, =
By i -V

d'ou apres caleul : In R% et ainsi - | V(r) = Vo + — B 2In =

-V —V2) In Ry Ingt Ry

In Ry 2
Ra
c - Exemple de méthode numérique de résolution de I’équation de Laplace : méthode

des différences finies appliquée au condensateur plan

cf document en "slide"+ code Python.

IV Analogie électrostatique - gravitation
IV.1 Grandeurs analogues - Champ de gravitation

. . I . 1
La loi de force de Coulomb et la loi de force de la gravitation sont toutes les deux des lois en —. On parle de
T

champ de force newtonien :

FORCE DE COULOMB : entre 2 charges g4 et qp FORCE DE GRAVITATION : entre 2 masses m(A)
et M(B)

1 qagB AB
?CoulA/B =+ 2 " An Mm zﬁ

47’(60 AB? AB o
oo = =Gy 45

La comparaison entre ces deux lois similaires permet de dégager les premiéres analogies suivantes :

Electrostatique Gravitation
. 1
Cste caractéristique -G
4deq
Acteur charge ¢ masse m
1
Champ caractéristique 1 acteur ﬁq = —% T4 8 G@ T4
dreg r
n
P _ 4G — _ mi —
Champ caractéristique n acteurs = Ireo Z E - ug 8,1 = —GZ r—? - U
. _ . Y dr
Champ caractéristique distrib. contin. 47r60 jff PP PM2 - UpM =-G ”T p(P PZ\[Z T “UPM
IV.2 Potentiel de gravitation
n %
m; m; R;
=—-Gm i Mia —=
Z Ri2 R;

i=1

.. Jean-Laurent GRAYE o 13



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

Considérons un ensemble de points matériels
(M, ..., My) de masses (my,...,my) et de posi- . A(m)

Y
; L -
tions (7{ = OMj, ...,y = OM,). L

Supposons un point matériel A de masse m de posi- v .
tion 7 plongé dans cette distribution de masses ponc- Iy

tuelles. La force de gravitation ressentie par m est : / y
X

Y

FIGURE X.6 — Potentiel en A d’une distribution de
charges

_>
en posant B; = M;A=M,O+OM =7 — 7]
R Calculons le travail élémentaire de la résultante de gravitation sur la masse m dépensé lors d'un déplacement
dr :

_> dr_;: —
oW =TFop-dr "E°F,,  dR; :—GmZRQR . dR;
soit :
W= —Gmi@ LdR; = —l—Gmim»d LY — i +Gmy
- il o i=1 SR o R
RAPPEL : travail de la force de Coulomb : 6Weou = —qdV
En exploitant I'analogie ¢ <> m il vient 6Wy,q, = —md® et on en déduit la différentielle du potentiel de

gravitation @ :

4o = d <—Zn: +(ém)

i=1

soit finalement le potentiel de gravitation en posant nulle la constante d'intégration :
A RETENIR :

n

n

m; Analogie 1 i
. Ri 47T60 - Ri
1=1 =1

IV.3 Théoréme de Gauss
a - Enoncé

On dégage le théoréeme de Gauss de la gravitation en exploitant |'analogie précédente et en notant que

1 1
=-G = — ¢ —4nG
4meq €0

14 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE X. FORMULATION LOCALE DE L’ELECTROSTATIQUE

Il vient alors :
A RETENIR :

PROPRIETE - (IV.3) - T:

Le flux du champ de gravitation 8 engendré par un distribution quelconque de masses sur
une surface fermée S quelconque de I'espace vaut :

o = gj 8 . d? = —47G Z my, , = —4nG My, cas des distributions discrétes
S ;

Ce résultat peut-étre immédiatement étendu au cas des distributions continues de masse,
caractérisées par la masse volumique p,,(M) :

v E{;ﬁ 7 a8 = ij pm(M) - dr = =47 G Min, cas des distributions continues

en appelant p la masse volumique dans le volume V de frontiére la surface S.

b - Exemple d’exploitation : champ d’une distribution sphérique homogéne

Considérons une masse M sphérique de rayon R. On recherche le champ de gravitation 8(7’) en tout point
de I'espace.

e Par raison de symétrie et invariance, on a : G = G(r)- e

e Appliquons le théoréme de Gauss a la sphére S de rayon 7. 2 cas a envisager :
o CAS r > R (POINTS EXTERIEURS A LA SPHERE) :

G-as = ([ Ge)-ds = amra(r = —4rG My
g Lj (r) (r) L

donc :

GM
_GM >

T

G(r>R) =

r2

o CAS 7 < R (POINTS INTERIEURS A LA SPHERE) :

4
g G ds = Lf G(r) - dS = 4xr*G(r) = —4rG [[[ plr) -dr = —4nGpogr®

v/s =po=cste

donc

... Jean-Laurent GRAYFE o 15
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4 ;
G < R = —rmGr 8 = ~OM 5 &

IV.4 Synthése locale de ’analogie
L'analogie électrostatique <+ gravitation peut &tre prolongée localement, soit :

e LIEN CHAMP-POTENTIEL :

B(M) = —gradV(M) < | G(M) = —grad®(M)

Exemple d’exploitation : détermination du potentiel électrostatique de la distribution de charge sphé-
rique homogéne précédente :

G(r>R) = —grad [®]

soit :

0®

or
dg

G(T>R)'¥=—€¥~7= :«?92) ——| | soit dd(r) = —G(r)-dr

0

1 ow

rsinf Oy

qui donne aprés intégration et en posant la constante d'intégration nulle par convention :

GM

r

O(r > R)=—

Exercice de cours: (IV.4) - n° 3 Sachant que le potentiel est continue en r = R, montrer que :

GM [ r?

e FORME LOCALE DU THEOREME DE GAUSS :

div [ﬁ(M)} - ’”E(SM) o |div [B(M)} = 4nGpp(M)

e EQUATION DE POISSON :

Enfin, on peut dégager I’équation de Poisson de la gravitation par la méme démarche que celle adoptée
en électrostatique, soit :

@ = —grad (@) — div [—gr_aé [q»]} = —4rGpp = [AR(M) — dnGpy (M) = 0]
divG = —47Gpm ’
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